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Methode der hybriden FEM-Elemente bei der
Plattenberechnung

Im Programm PLT werden Platten des allgemeinen Hochbaus mit Hilfe sogenannter
"hybrider" Elemente berechnet. Durch die aus dem Lateinischen stammende Bezeichnung
"hybrid" wird auf vielen Fachgebieten darauf hingewiesen, dass eine Sache durch die
Synthese vorteilhafter Eigenschaften anderer Dinge diese gewlinschten Qualitaten vereinigt.
Welche Vorteile die hybriden Elemente vereinigen, wird im Folgenden erlautert.

Die Gleichungen der Plattenbiegung sind die Grundlage fiir das Verstandnis
unterschiedlicher Lésungsansatze fir finite Plattenelemente. Aus diesem Grund werden hier
zunachst die wesentlichen Gleichungen skizziert.

1 Kirchhoffsche Plattentheorie

Mit den Ublichen Voraussetzungen der Plattentheorie [1]
+ kleine Durchbiegungen

+ diinne Platte

kdnnen die Normalspannungen und -dehnungen
senkrecht zur Plattenebene vernachlassigt werden,
6,,=0und ¢,, =0.

Weiter kann angenommen werden, dass ebene J(/ S
Querschnittsflachen, die im unverformten Zustand
normal zur Mittelebene stehen, im verformten
Zustand normal zur verformten Mittelflache bleiben,
d.h. die transversalen Schubverzerrungen kénnen
vernachlassigt werden, y,, =0 und v, =0.

Me+e-—-——— 4+ - -

y

Abb. 1: Platte mit
Koordinatensystem x, y, z, Dicke t
1.1 Kinematik und Durchbiegung w

Der Verschiebungs- und Verformungszustand einer Platte wird eindeutig durch die
Durchbiegung beschrieben,
w = w(x,y) (1).

Als VerzerrungsgroBen ergeben sich aus den zweiten Ableitungen der Durchbiegung die
Krimmungen,

o2 _ 0w _Pw _ Pw
e B a8 Ty Ty T (2O

Die Krimmungen werden flr die weitere Verwendung im Krimmungsvektor
zusammengefasst,

Kx

K=k, | (3).

ny
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1.2 Kinetik

Als resultierende SchnittgréBen ergeben sich durch
Integration der entsprechenden Spannungen Uber die
Plattendicke t die Momente pro Langeneinheit

m = [Ps. zdz (4A), m,=["s.zdz (4B)
X—‘[t/zsxxz z , y—‘[t/zsyyz z ,

t/2 v2
Myy = J t/zs xyZdz = J t/zs wzdz=m, (4C).

Der im Weiteren verwendete Momentenvektor lautet
damit

mX
m=/my, | (5). Abb. 2: Element mit
m SchnittgréBen

Xy

Aus der Krafte-Gleichgewichtsbedingung in der z-Richtung und den Momenten-
Gleichgewichtsbedingungen um die x- bzw. y- Achse folgen

0 N . . A
9x +&+q =0 (7A) mit der verteilten Querbelastung gq=q(xy),

ox oy
om 2 o’m
Tt _q,=0 (7B) 3 =_aa”;X O (8B)
X y X X y
om,, om 0 o’m,, &°m
Mo, Ty _q =0 (70) By Ty, My (g0,
OX oy oy ox? oy?

Aus dem Defizit der Kirchhoffschen Plattentheorie, dass den Querkraften gx und q, keine
entsprechenden Schubverzerrungen gegentiberstehen, folgt, dass die Querkrafte keine
unabhangigen GréBen sind. Substitution der Querkrafte durch die partiellen Ableitungen der
Momente in der Krafte-Gleichgewichtsbedingung (7A) liefert

2 2 2
o my +26 M,y +a m, +4=0 (9)
ox? oxoy ayz
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1.3 Elastizitdtsgesetz

Als konstitutive Gleichung lauten die Momenten-Krimmungs-Beziehungen in Matrizen-
Schreibweise kurz
m=Ex (10)

Darin bedeutet E die Elastizitdtsmatrix der Platte,

1T n O
3
E=Kin 1 0 (11)mit der Biegesteifigkeit K= Et (12),
1-n 12(1- n?)
00 —

dem Elastizitétsmodul E und der Querdehnzahl v.

Ersetzt man in der Krafte-Geichgewichtsbedingung (7A) die Momente durch die
Krimmungen und weiter durch die zweiten Ableitungen der Durchbiegung (2) ergibt sich die
biharmonische Differenzialgleichung 4. Ordnung,

4 4 4
K[aw+2 o'w +aw

=q (13
ox* 6x26y2 6y4J a (13)

2 Prinzip vom Minimum der potenziellen Energie

Bei der Herleitung von FE-Formulierungen wird Gberwiegend vom Prinzip des Minimums der
potenziellen Energie ausgegangen. Mit der Verformungsenergie

1 1 o°w 2 o’*w | o°w o°w ? 1-v[ o°w ?
U:—”KTEdedy:—KH C20 +2v + + xdy
2 2 ox? ox2 |\ oy? oy? 2 | oxoy

und dem Potenzial der duBeren verteilten Querbelastung
V= —”dwdxdy

betragt die gesamte potenzielle Energie
P=U+V.

Der Einfachheit wegen sind hier keine Anteile aus Randlasten oder in Folge von
Temperaturausdehnung oder Vorspannung angegeben. Die potenzielle Energie der Platte
hangt allein von ihrer Durchbiegung

w = w(X,y) und deren zweiten partiellen Ableitungen ab. Zuldssige Funktionen fir die
Durchbiegung missen stetig sein und mindestens stetige erste Ableitungen haben. Im Sinn
der Energie- und Variationsmethoden der Mechanik stellt P ein Funktional dar. Im
Unterschied zu einer einfachen Funktion bestehen die Argumente eines Funktionals nicht
aus Variablen, sondern aus Funktionen und deren Ableitungen. Mit der ersten Variation
§I1=0 und der zweiten Variation d?P >0 kann man zeigen, dass sich im

Gleichgewichtszustand unter allen kinematisch zuldssigen Verschiebungszustanden die
Durchbiegungen so einstellen, dass P den kleinsten Wert annimmt [2, 3].
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2.1 FE-Diskretisierung

Die FE-Methode I6st das Kontinuum der Platte auf in ein Netz von finiten Elementen. Die
Elemente sind an ihren Eckpunkten tGber Knoten verbunden. In einem reinen Plattensystem
genugen nur drei Freiheitsgrade pro Knoten: die vertikale Verschiebung (die Durchbiegung)
und zwei senkrecht zueinander stehende Verdrehungen (die Neigungen). Die Freiheitsgrade
oder VerschiebungsgréBen werden als Vektoren zusammengefasst,

A x /
y 2 /
/
S/
i S/
—— /
T i
s
Oyi “7
¥l L)
g J'Wi

Abb. 3: Viereckselement mit den Freiheitsgraden des i-ten Knotens

W, a1
i =|ay fir den i-ten Knoten und q=| : | flir alle n Knoten eines Elements.
Qy, An

Fir die Durchbiegung werden elementweise Interpolationspolynome als Funktion der
Knotenfreiheitsgrade gesucht. Dazu wird jedem Freiheitsgrad eine Verschiebungsansatz
zugeordnet. Fiur den i-ten Knoten werden die Ansatzfunktionen in einem Vektor N;
zusammengefasst,

Ny, (XY)
Ni = Nqu(X,y)

Ng, (xY)

Das Verschiebungsfeld eines Elements mit n Knoten Iasst sich damit wie folgt angeben,
n

w(xy)= Ni(xy)q
i=1

Damit an den Randern zwischen den Elementen keine Licken und Knicke (in einem Knick
werden die Kriimmung und damit das Moment unendlich groB3) auftreten, missen zuldssige
Ansatzfunktionen nicht nur stetig, sondern auch noch stetig differenzierbar sein. Wie sich
zeigt, ist die kinematische Kompatibilitat zwischen den Elementen auBerordentlich schwer
zu erreichen. Der Grund besteht darin, dass, z.B. im Unterschied zu Scheiben- oder
Volumenelementen, nicht nur die Ansatzfunktionen selbst stetig sein missen, sondern in
Form der ersten Ableitungen auch die Querschnittsneigungen. Diese Schwierigkeit hat in der
Folge eine nahezu uniberschaubare Zahl von FE-Formulierungen auf dem Gebiet der
Plattenbiegung hervorgebracht. Eine kurze Ubersicht der Lésungen wird im Folgenden
vorgestellt.

2.2 Verschiebungselemente

Fir Dreieckselemente mit drei Knoten und 9 Freiheitsgraden und Viereckselemente mit vier
Knoten und 12 Freiheitsgraden lassen sich héchstens 9-parametrige bzw. 12-parametrige
Ansatzfunktionen bestimmen. Es ldsst sich zeigen, dass keine einfachen Polynomausdriicke
existieren, die sowohl allein durch die Freiheitsgrade der Eckknoten zu bestimmen sind als
auch die Interelementkompatibilitat erlauben [4, 5, 6].

Methode der hybriden FEM-Elemente bei der Plattenberechnung
© Friedrich + Lochner GmbH 2005 Seite 4



Die Dreieckselemente der ersten Generation besitzen Ansatzfunktionen mit zwischen 10 und
21 Parametern. Mit diesen Lésungen kénnen entweder die Vertraglichkeitsbedingung
zwischen den Elementen nicht erfilllt werden oder die Bestimmung der Ansatzparameter
erfordern in Form von "Knotenverkrimmungen" zusatzliche Knotenfreiheitsgrade. Die
anfanglichen Viereckselemente waren, abgesehen von den Schwierigkeiten der
Dreieckselemente, nur auf die Rechteckform beschrankt. Moderne Verschiebungselemente
verwenden sehr aufwendige und komplizierte Ansatzfunktionen mit einer Vielzahl von
Parametern bis hin zu gebrochen rationalen Funktionen. Diese erweiterten Ansatzfunktionen
sind nur mit zusatzlichen Freiheitsgraden bestimmbar, die entweder durch zusatzliche
Knoten entlang den Randern der Elemente oder durch die Definition eines zusatzlichen
Knotenfreiheitsgrads in Form einer Knotenverkrimmung realisiert werden.

Zusatzliche Randknoten erschweren den Aufbau eines einfachen FE-Netzes auBBerordentlich,
insbesondere bei den meist héchst unregelméaBigen Grundrissen der Baupraxis. Der
allgemeine Einsatz von Elementen mit zusatzlichen Randknoten ist dadurch eingeschrankt,
dass sie sich nicht mit anderen Elementen kombinieren lassen, die ohne zusatzliche
Randknoten auskommen. Zusatzliche Randknoten inflationieren die Zahl der algebraischen
Unbekannten im Gesamtsystem und somit den Berechnungsaufwand.

Zusatzliche Knotenfreiheitsgrade in Form von Knotenverkrimmungen, die zur Erweiterung
der Ansatzfunktionen oder zur Erfillung der Interelementkompatibilitat eingefiihrt werden,
erschweren die Integration dieser Elemente in standardisierte FE-Programme, da generell
fur alle Knoten die Eigenschaft des Krimmungsfreiheitsgrades vorgehalten werden muss.
Die Kopplung von Elementen unterschiedlicher Material- oder Querschnittseigenschaften
durch Knoten mit Gbereinstimmender Verkrimmungseigenschaft verletzt die Stetigkeit der
Momente und damit das Gleichgewicht.

Bei der Formulierung héher gradiger Ansatzfunktionen muss in der Regel auf die
Vollstandigkeit der Polynomansatze verzichtet werden. Vollsténdige Polynome, in denen die
Koordinaten in allen Potenzen und Kombinationen vorkommen, haben die Eigenschaft der
Isotropie. Elemente mit isotropen Ansatzen haben immer den Vorteil, dass sie in verzerrten
Formen bessere Ergebnisse liefern.

Ein grundsatzlicher Nachteil der Plattenelemente mit reinen Verschiebungsansatzen besteht
weiter darin, dass die Schnittmomente und -querkrafte aus den zweiten bzw. dritten
Ableitungen der Verschiebungen berechnet werden mussen. Fiir finite Elemente bedeutet
dies, dass sich die Momente und Querkrafte aus zweiten und dritten Differenzen der
Knotenverschiebungen ergeben. Bei solchen Differenzenbildungen tritt ein so starker
Genauigkeitsverlust auf, dass zumindest die Berechnung der Querkrafte in der Regel nicht
mehr sinnvoll ist.

Aus Sicht der Baustatik ist es wiinschenswert, dass die eingesetzten finiten Elemente so
einfach wie nur méglich sind. Sie sollten flir jeden Elementtyp nur die fir die Elementform
erforderliche Anzahl von Eckknoten besitzen. Die Schwierigkeiten beim Aufstellen zuldssiger
Verschiebungsfelder kénnen vermieden werden, wenn man zum Prinzip der
Komplementdrenergie greift, bei denen bei der Auswahl des Spannungsfeldes nur geringe
Schwierigkeiten auftreten.
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3 Prinzip vom Minimum der komplementaren Energie

Zur Entwicklung hybrider Elemente geht man von der komplementaren Energie in der
folgenden Form aus [6]. Mit der komplementdren Verformungsenergie

U= I tmoxey = 3 25 (][ - 20mm, e+ 21 o, Joxy

und dem Potenzial der auBeren Querbelastung und der Randlasten Iangs des Randes s

V= —”c}wdxdy—j(dnw”ﬁnSGS +m,0,)ds
S

betragt die gesamte komplementdre Energie

P =U +V .

An
Abb. 4: RandschnittgréBen

Abb. 5: RandverschiebungsgréBen

Wie oben beim Gesamtpotenzial lasst sich auch hier mit der ersten Variation 31T =0 und
der zweiten Variation 8211 >0 zeigen, dass sich im Fall der kinematischen Vertréglichkeit

unter allen kinetisch zuldssigen Spannungszustanden das Gleichgewicht so einstellt, dass
das komplementére Potenzial IT" den kleinsten Wert annimmt.
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3.1 FE-Diskretisierung

Bei hybriden Elementen werden Verschiebungsansatze nur entlang der Elementrander
definiert [7]. Die RandverschiebungsgréBen

w
U; =u.(s)=| 05 | mit der Randkoordinate s
0

n

werden mit Hilfe der Polynomansatze N.=N.(s) als Funktion der Knotenfreiheitsgrade q
ausgedrickt,
uc = Ngq.

Im Innern der Elemente werden Ansatzfunktionen fiir die Momente nach Gl. (5) formuliert,

m:Bb+ma .

Darin ist m der Momentenvektor nach Gl. (5), B = B(x,y) die Matrix der Ansatzpolynome
und B der Vektor der freien Momentenparameter. BB muss die homogene
Gleichgewichtsbedingung Gl. (9) der unbelasteten Platte erfillen. Das Momentenfeld

my =m4(xy) berticksichtigt die verteilte Querbelastung g=q(xy) und muss so bestimmt

werden, dass es mit dieser im Gleichgewicht steht.
Mit der Transformationsmatrix 6, = 0,(s)zwischen den x,y-Kordinaten im Elementinneren und

den n,s-Koordinaten des Randes legt der Momentenansatz (hier ohne den partikularen
Anteil) auch die RandschnittgréBen fest,

On
te =|my |[=asm=qgsBb =B.b .

my

Mit Hilfe der oben genannten Spannungs- und Verschiebungsansatze kann die
komplementére Energie als Funktion der Momentenparameter B und der
Knotenfreiheitsgrade q angegeben werden. Ohne den Beitrag der partikularen Lésung mq
ergibt sich

_ 1T T ; - TE-1 —[RT
P'=_bTHb- b'Gq mit H=[[BTE Bdxdy und G-:LBCNCds.
Die notwendige Minimumsbedingung
6]_[* =0 :alaB
op

liefert die Momentenparameter als Funktion der Knotenfreiheitsgrade
b=H"'Gq

Damit lasst sich die komplementdre Energie allein als Funktion der Knotenfreiheitsgrade
angeben,

P’ =- %qTKq mit Elementsteifigkeitsmatrix K=G"H'G

3.2 Hybride Elemente

Wie aus obiger Darstellung der komplementaren Energie zu erkennen ist, lassen sich die
unbekannten Spannungsparameter B nach auf3en, d.h. im globalen System, vollkommen als
Funktion der Knotenfreiheitsgrade ausdricken. Obwohl im Innern der hybriden Elemente
das Prinzip der komplementdren Energie verwendet wird, gilt im Gesamtsystem das Prinzip
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der potenziellen Energie. Dieser Vorteil erlaubt es, dass sich hybride Elemente problemlos in
allgemeine FE-Programme zusammen mit Verschiebungselementen integrieren lassen.

Die Randverschiebungsansatze werden mit Hilfe der Freiheitsgrade der Anfags- und
Endknoten eines Elementrandes formuliert. Im Programm PLT wird die Durchbiegung w des
Randes durch ein vollstandiges Polynom dritter Ordnung definiert. Daraus folgt ein
quadratischer Ansatz fir die Randverdrehung 60, . Fliir die unabhangige Querschnittsneigung
0, bleibt ein linearer Ansatz. Damit ist die kinematische Kompatibilitatsbedingung einfach
und anschaulich erfillt.

Der wesentliche Vorteil der hybriden Elemente gegeniber den Verschiebungselementen
besteht darin, dass der Momentenansatz zunachst vollig unabhdngig vom
Randverschiebungsansatz gewahlt werden kann. Bei Verschiebungselementen fliihren die
schwierigen Anforderungen an die kinematischen Vertraglichkeitsbedingungen zu sehr
komplizierten Verschiebungsansatzen. Dies bedingt, dass innerhalb eines Elementes die
zweiten Ableitungen und damit die Momente so stark variieren, dass eine Auswertung an
einem beliebigen Punkt und insbesondere eine Berechnung der Querkraft aus den dritten
Ableitungen meist nicht mehr sinnvoll ist. Bei hybriden Elementen kdnnen dagegen einfache
lineare oder quadratische Ansatze verwendet werden, die die oben genannten Nachteile
vermeiden.

Im Programm PLT wird jede einzelne Momentenkomponente durch einen Ansatz aus
vollstdndigen quadratischen Polynomen definiert. Diese Ansatze flihren auf duBerst einfache
Ausdriicke, die sich zusatzlich noch explizit, d.h. ohne numerische Integration, integrieren
lassen. Die vollstandigen Polynomansatze garantieren zusatzlich eine gute Robustheit gegen
Elementverzerrungen.

Ein weiterer Vorteil des Momentenansatzes besteht darin, dass sich der Bettungsdruck einer
elastisch gebetteten Fundamentplatte durch zusatzliche Spannungsparameter sehr einfach
bericksichtigen lasst.

Sobald die Knotenverschiebungen q des Gesamtsystems bekannt sind, lassen sich daraus
rickwarts die Momentenparameter § bestimmen. Im Unterschied zu den
Verschiebungselementen kann damit der Momentenzustand an jedem beliebigen Punkt des
Elements direkt, d.h. ohne Ableitungen, angegeben werden. Ein weitere Vorzug besteht
dabei darin, dass die Ergebnisse verschiedener Punkte ohne Unterschied der Genauigkeit
ermittelt werden. Die hybriden Elemente stellen somit gegentber den reinen
Verschiebungselementen und im Hinblick auf die Anforderungen der Baustatik einen
entscheidenden Fortschritt dar.
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